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Switch Lemma
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un insieme di elementi (non una catena)

tali ¢

Switch Lemma
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{en,m}n,mEN

/ /
1€ En.m = En’/ m/ se n<n Am<m

fissato 7 1’insieme {€n,m}mEN

forma una catena (una riga nella figura)
che ha un Iub ( £ ¢’ un CPO)
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Swn’rch Lemma
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un 1nsieme di elementi(non una catena) {€n.m }n.meN
tal1 che
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che haun lub (5 ¢ un CPO)

L enm

meN
formiamo la catena d1 tutt1 lub delle righe

L enm

mEN TLEN



SwnTch Lemma

= (F,E) CPO

un insieme di elementl (non una catena) 1€n,m fn,meN

tal1 che Enm = €n/.m’ S€ n < TL/ Am < m’

fissato m 1’insieme {€n,m}neN

L enm
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SwnTch Lemma
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SwnTch Lemma
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un insieme di elementi (non una catena) {€n,m }n,meN

en,mzen,m SC n<n/\m<m
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che ha lub (£ ¢ un CPO)
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Switch Lemma

&= (KE,E) CPO

un insieme di elementi (non una catena) {€n.m fn,meN
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proviamo che
tutti questi insiemi hanno u En.m
gl1 stessi u.b. meN nEN
e quindi lo stesso lub
LI En.m
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" {en,m}n,mEN stesso u.b. di {en}nEN
|

dove €, = - €n,m
meN

1. prendiamo un u.b. e di 1€n,m fn,meN

vogliamo provare che questo € un u.b. per {€n}neN

¢ prendiamo un indice di riga n
O u o o proviamo ¢, L e
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(i) 1€n,mfn,meN  stesso u.b. di 1€n fneN

dove e, = - En,m
meN
2. prendiamo un u.b. e di {e,}nen
vogliamo provare che questo & un u.b. per {en.m }n.men

€ prendiamo indici n, m
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(ii

{Gn,m}n,mEN

stesso u.b. di

la prova e analoga alla precedente

(ragioniamo per colonne, non per righe)
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| | |) {€n.m}nmeN stesso u.b. di {er k fren

1.  prendiamo un u.b. e di {e, m}n.men

vogliamo provare che questo € un u.b. per {€k.k feN

) ma questo e’ immediato, perche’
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“,) {en.mInmen  stessou.b.di  {€rk}ren

2. prendiamounu.b.e di {€rkJren
vogliamo provare che questo e un u.b. per {e; m }n.men
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Switch Lemma: recap

{en,m}n,mGN

. / /
En,m = En' m/ If n<n Am<m

stesso insieme di upper bounds di

{ Ll en,m} {ek,k}keN {u €n,m}
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Spazio delle funzioni

D= (D,Ep)
E=(F,Cg)

CPO, = D—=€&=(|D—E], Cipop )

D—-E=2{f]| f:D—FE}
D—-E2{f| f:D—=E, f continua}

come ordiniamo le funzioni?

fCipsg g iff VdeD. f(d) Cg g(d)



Esempio

fEp=E g sse VdeD. f(d) Eg g(d)
fvg : ZJ_ — ZJ_

‘ { 1 « dispari

f(x)é() iz, =249 g(x)é
X
f(1)=0 ¥z, 1=g(1)

le funzioni totali in Z_ non sono comparabili

0 altrimenti

(a meno che non siano uguali)

ogni funzione totale &€ massimain %4, — Z,
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Esempio

fEipse g sse VdeD. f(d) Eg g(d)

f7 g - ZJ_ — ZJ_
A 1 x dispari ~ [0 x pari
xr) = — <
f( ) { J—ZL altrimenti g(m) \ J—ZL altrimenti
ks
f :[ZJ_ —>ZJ_] g
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Esempio
f ! 79 sse "d#D.f (d)! g g(d)

f,g LV 4y Y 2

X'y Xy=+#z

| | v)2 =
f(X,y) | s (X ' y) X,y #Zu

gx.y) by

Z altrimenti Z altrimenti
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f(X,y) !

Esempio
f D! E]9 SS€ "d# Df(d)' E g(d)

fbg:Z, ! 4 " 24,

X'y Xy=*#z X1y XY= #Hz

X,y) | 0 X=#gz
#Z! altrimenti g( y) # 3

5 # Z altrimenti

f Yoz, 2109

si (come funzioni)

ma y e’ continua?
g(l,l):() g(l,l):].

non €’ neanche monotona!
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f ! g79 sse "d#D.f(d)! g g(d)
f,g LV 4y " 2
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CPO Funznonall

D& =(D—=E], Cipop )

e’ un ordinamento parziale?
riflessivita, antisimmetria, transitivitadi ! p:1 g
seguono immediatamente da quellidi !
c’e’ un elemento bottom?

sia ! prgj="'d.1g
prendiamo una funzione f ! [D " E]

prendiamo d! D abbiamoche ! pr g;d="! e " g f(d)



CPO Funznonall

D= €& =(|D—E], Cipog )

e completo?

prima mostriamo che qualsiasi catena di funzioni
monotone (non necessariamente continue)
haunlimitein D! E

poi dimostreremo che il limitein D! E diuna
qualsiasi catena di funzioni continue € anche
continuo



CPO Funzionali

‘N una catena di funzioni monotone
{fn . D | E}n! N : :
(non necessariamente continue)

proviamo cheil suolube’ h1 1d.  f,(d)
n! N

cioe’ h(d)!  f,(d)

nt N

Come lo dimostriamo? Dimostrando che la funzione A

1. e un limite superiore della catena
2. € minore o uguale di ogni altro upper bound



CPO Funzlonall (con.)

prendiamo una Catena | (monotone ma non
{Tn E}niN  necessariamente continue)

1.h! td.  f,(d) e’ un upper bound della catena
n! N

prendiamoqls n! N
perogni d! D fa(d)! e  fa(d)= h(d)

nt N

percio’ fon!' bl ED



CPO Funzlonall (con.)

prendiamo una catena DI E (funzioni non necessariamente
}n' N
continue)

2. h! 1d.  f,(d) &il minimo tra tutti gli upper bound
n' N

prendiamo y taleche !'n.Tn " p1r E G
vogliamo provare h! p1 g 0

prendiamod! D 'n. T,(d) " £ g(d)

quindi 9(d) & un u.b. di{fn(d)}n n

e percio0 h(d)=  fn(d)! g g(d)

n! N



CPO Funzionali (con.)

TH.
prendiamo una catena{fn : D ! E}ni N di funzioni continue
allora h! 'd.  f,(d) & continua
n! N
prova. sia {dj};; n una catenainD
proviamo h d = h(d)
" 1 " ' 11 N 1" N
h di = fn di perdefdi h
1" N n{ N _ 1" N
= fo(di) percontinuita’di fn
n'! Ni! N
= f,(d) perswichilemma.(applicabile?)
I' Nn! N
= h(d) per def di h

11 N



CPO Funzionali (con.)

n! m"i! jalora f,(di)!efm(d) ? &
|
fn! o1 EjTm ™ di ! G fn(di)! g fn(d) !|E fm(d;)
fn
monotona fn! b1 E]Tm

= fn(di)
ntNitN Q

= f,(di) per switch lemma (applicabile?)
I Nn! N




CPO Funznonall

TH. D= €& =(|D—E|, Eipsgr ) e completo

prova. prendiamo una catena {fn :[D! El}nin

h! 1d.  fa(d) &un lubinD! E
n! N e continuo h! [D" E]

dalmomentoche D! E]" D! E

h €il lubin [D! E]



CPO Funzlonall (con )

D—& =(|D— E|

fCipoe g iff VdeD. f(d) Cg g(d)

o ogp! 'd ! g

f,! 1d.  f,(d)

nt N n! N

f!' D" ElLLg!'[E" F] # g$f! [D" F]
la composizioni di funzioni continue € continua



