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4.2 - Ricorgione



Notazione

f: X —=>(Y—>2) f: X—=Y—=>Z
Vee X. f(x):Y - Z VeeX. fx:Y =7

Vre X.VyeY. (flz))(y) e Z VNVrxeX. VyeY. fzyeZ

g: (X —=Y)—=>Z2 gz

Vhe (X —=Y). gh)e Z f h



Notazione

f:XlﬁXQ%“'%Xn

fxi 2 -+ @y

(((f 21) @2) ) 2n



Notazione

fZX1><X2%Y
fZ(X1><X2)%Y

Vri1 € Xi. Vg € Xo. f(z1,20) €Y



Notazione

f: X—=Y
ACX
f|A2A%Y

Va € A. flala) = f(a)



Predecessore

ac A

a| 2 {z e A|lz=<a)



Ricorsione ben fondata



Definizioni ricorsive
Al-] : Aexp — M — Z

Ala]o denota il valore associato all'espressione a in o

Aln]Je = n
Alz]lo = o(z)
Alagopai]o 2 Alag|o op Alaq]o

La funzione € definita ricorsivamente:
come facciamo a sapere che ad ogni espressione €
associato uno ed esattamente un valore? (vero)



Definizione ricorsiva

N ::=0 | s(N)

NJ-] : Nexp — N

No) £ 0
NN 2 1+ Ns(s(N))]

La funzione € definita ricorsivamente:
come facciamo a sapere che ad ogni espressione €
associato uno ed esattamente un valore? (falso)



Ricorsione ben fondata

A, < Db
Definisco F(CL, h) cB tale che
a€c A
h:la] - B

TH. Esiste un’unica funzione f : A — B tale che

Va € A. f(a) = F(a, f{ja|)



Esempio

F(n,|n|] - N) - N

F(0,h) £ 1 F(n+1,h) = (n+1)-h(n)

fln+1)=Fn+1, finy) = n+1)- f(n)



Esempio
N, < m € N

A

F™ 2 F(n, |n| — N) = N

F™:(0,) > N) =N F™:(n+1,{n} - N) - N
F™(0,h) =0 F™(n+1,h) 2 m+ h(n)

£7(0) = 0
fm(n+1) = m+ f(n)

ff(n) =m-n



Funzione di Ackermann

una funzione calcolabile che e totale ma non primitiva ricorsiva

m € N ack,, : N XN — N

ack,,(0,0) = m
acky,(0,n+1) £ ackm(0,n)+1
ack,,(1,0) = 0
ackm(k+1,n+1) =  ackmy(k, ackm(k+1,n))
acky, (k+2,0) = 1

N x N, < relazione di precedenza lessicografica

(k,n) < (k+1,n")
(k,n) < (k,n+1)



Funzione di Ackermann

(k,n) < (k+1,n")
(k,n) < (k,n+1)

ogni (k+1,n) ha infiniti predecessori

(2,0) > puo essere il primo elemento di una catena
A discendente (di lunghezza illimitata, ma finita)
(1,03 »1,1) > ...

A A

(0,0) )(O,NO,Z) > ..




Funzione di Ackermann

(k,n) < (k+1,n")

A <7 eb.f
(k,n) < (k,n+1) I

Consideriamo un insieme nonvuoto () C N X N
Possiamo trovare m minimo in Q7
k 2 min {k|(k,n) €@} ( nonvuoto perche’ ) # )
2 min {n | (k,n) € Q} (non vuoto per definizione di k)

chiaramente (k, ﬁ) € () ¢ minimale

n



Funzione di Ackermann

ack,,(0,0)
acky, (0, + 1)

m
ackn,(0,n) + 1

A
A

n iIncrementi del caso base m

ack,, (0,n) = m+n



Funzione di Ackermann

ack,,(1,0) = 0
ackm(k+1,n+1) =  ackmy(k, ackm(k+1,n))

A

ackp,(1,n+ 1) ackm, (0, ack,,(1,n))

ack,, (0,n) = m+n

A

acky,(1,n + 1) m ~+ ack.,(1,n)

aggiunge m per n volte al caso base 0

acky(1,n) = m - n



Funzione di Ackermann

ackm(k+1,n+1) =  ackmy(k, ackm(k+1,n))
acky(k+2,0) = 1
ack,,(2,0) = 1
ackm(2,n+1) = ackm(1, ackm(2,n))
ackm(1,n) = m-n

|

ackp,(2,n + 1) m - ack,(2,n)

moltiplica per m n volte al caso base 1

ackm(2,n) = m"



Funzione d| Ackermann

ackp(kK+1,n+41) ack.q, (K, ack,(K+1,n))

ackp, (K + 2,0) 1
ack,m(3,0) = 1
ackm(3,n+1) = ackm(2, ackm(3,n))
ackmn (2, n) S om"
ackm(3,n+1) = mockmB.n)
n volte esponenziazione



Funzione di Ackermann

cresce piu velocemente di gls primitiva ricorsiva

acks(0,3) = 3+3=6
acks(1,3) = 343=09
acks(2,3) = 33=27

acks(3, 3) 33 =327 764102



Espressioni aritmetiche

Aexp ! a; | agopa

A[] : Aexp - M — Z

Aln]e = n

Alz]le £ o(z)
A

Alag|o op Ala+]o

.AIICL() op CL1:O'



Espressioni booleane

Bexp ! b ! by bophy
b! Ab

B!4 . Bexp! M! B

Blv'l \Y;
Blagcmpa;"! = Alay"! cmpAla;"!
BIAD' = ABIb'
Blly bopb,"! = Blhy"! bopB!hb"!



Consistenza delle espression



Consistenza?

la, ! n
la, ! "# n K Ala"l = n
P(@=1!!."al#® Ala" la" Aexp P(a)?
iInduzione strutturale!
Ix " Ide P(x) 'n" Z. P(n)

lapg,a;. P(ap) * P(a1) # P(ap opay)
la. P(a)




Caso base

Ix " lde P(X) consideriamo X ! Id€

Vogliamo provare & (X) =1L L # B AlXL = ) (X)

prendiamo un! generico, possiamo conclude x| "5
X,

L (X)
In" Z. P(n) Consideriamo [ ' Z

dobbiamo provard® (n) 1. #$ Aln"! =

preso un genericd concludiamo perlaregc jn 1" 45 n



Caso induttivo

lag,a1. P(ag) " P(a1) # P(ap opa;) Consideriamao, a; generic
assumiamaP (a;) =1 e, # P Alg"

dobbiamo provaré® (agopa;) = !'!. "agopay,! # o Alayopa;"!
= Alag"! opAla;™!

prendiamo un generico

lagopay,!"# n

! n=noopn, ao,! #P0 no,"ag,! # 6 n,
per ipotesi induttiva,n; = Alg"!

e quindin = ngopny; = Alay"! opAla;"!



Semantica denotazionale
del comandi?



Definizione ricorsiva

per divergenza

cla:Com! M! M" {#}

Clskip"l =
Cx:=a"'l = ![Ala"/x]
Clcy; cp! = C!C]_"(C!C()"! ) quasi...

Clcy"! If Blb'l
Clci"l  otherwist

! if ABID'!
Clwhile bdo c'(Cic"!') otherwise

guasi...

Clif bthen ¢y else ¢;"!

Clwhile bdo c"!

non e’ ricorsione b.f.!

Come sappiamo che esiste una soluzione? Come sappiamo che e’ unica?



Il problema generale

f:D! D
un punto bPssadif e d! D tale ched = f (d)
dePniamoF; = {d! D |d=f(d)}" D

tre domande:
¥ sotto quali ipotesiFs £ I ?
¥ seF; £ ! |, possiamo selezionare un elemento prefepsaf ) " F¢ ?

¥ e possiamo calcolarex(f )?



Esempio

D =N F+ DX(f)
f (n) =n+1 |
f(n) = n/2 {0} 0
f(n)=n?! 5n+8 {2, 4} 2
f(N) = N%E (0,1,2,3,4] 0
F(n)= | {6, 28,496, ...} numeri perfett 6

i1 div(n)

divx) = {1} ! {d | 1<d<Xx,x %d=0}



Esempio

D = I (N) Fr PX(f )
f(S)= S! {1} (!, {1}} !
f(S)= N\ S |

f(S)= S! {1} {(T|1! T} {1}

f(S)={n|'m" S,n# m} {[OK|k! N}" {! 6N}



Ingredienti

un ordine parziale (per confrontare gli elementi)
funzioni che preservino I0ordine
approssimazioni iterative

un caso base

una soluzione limite



