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4.2 - Ricorgione



Notazione

f: X —=>(Y—>2) f: X—=Y—=>Z
Vee X. f(x):Y - Z VeeX. fx:Y =7

Vre X.VyeY. (flz))(y) e Z VNVrxeX. VyeY. fzyeZ

g: (X —=Y)—=>Z2 gz

Vhe (X —=Y). gh)e Z f h



Notazione

f:XlﬁXQ%“'%Xn

fxi 2 -+ @y

(((f 21) @2) ) 2n



Notazione

fZX1><X2%Y
fZ(X1><X2)%Y

Vri1 € Xi. Vg € Xo. f(z1,20) €Y



Notazione

f: X—=Y
ACX
f|A2A%Y

Va € A. flala) = f(a)



Predecessore

ac A

a| 2 {z e A|lz=<a)



Ricorsione ben fondata



Definizioni ricorsive
Al-] : Aexp — M — Z

Ala]o denota il valore associato all'espressione a in o

Aln]Je = n
Alz]lo = o(z)
Alagopai]o 2 Alag|o op Alaq]o

La funzione € definita ricorsivamente:
come facciamo a sapere che ad ogni espressione €
associato uno ed esattamente un valore? (vero)



Definizione ricorsiva

N ::=0 | s(N)

NJ-] : Nexp — N

No) £ 0
NN 2 1+ Ns(s(N))]

La funzione € definita ricorsivamente:
come facciamo a sapere che ad ogni espressione €
associato uno ed esattamente un valore? (falso)



Ricorsione ben fondata

A, < Db
Definisco F(CL, h) cB tale che
a€c A
h:la] - B

TH. Esiste un’unica funzione f : A — B tale che

Va € A. f(a) = F(a, f{ja|)



Esempio

F(n,|n|] - N) - N

F(0,h) £ 1 F(n+1,h) = (n+1)-h(n)

fln+1)=Fn+1, finy) = n+1)- f(n)



Esempio
N, < m € N

A

F™ 2 F(n, |n| — N) = N

F™:(0,) > N) =N F™:(n+1,{n} - N) - N
F™(0,h) =0 F™(n+1,h) 2 m+ h(n)

£7(0) = 0
fm(n+1) = m+ f(n)

ff(n) =m-n



Funzione di Ackermann

una funzione calcolabile che e totale ma non primitiva ricorsiva

m € N ack,, : N XN — N

ack,,(0,0) = m
acky,(0,n+1) £ ackm(0,n)+1
ack,,(1,0) = 0
ackm(k+1,n+1) =  ackmy(k, ackm(k+1,n))
acky, (k+2,0) = 1

N x N, < relazione di precedenza lessicografica

(k,n) < (k+1,n")
(k,n) < (k,n+1)



Funzione di Ackermann

(k,n) < (k+1,n")
(k,n) < (k,n+1)

ogni (k+1,n) ha infiniti predecessori

(2,0) > puo essere il primo elemento di una catena
A discendente (di lunghezza illimitata, ma finita)
(1,03 »1,1) > ...

A A

(0,0) )(O,NO,Z) > ..




Funzione di Ackermann

(k,n) < (k+1,n")

A <7 eb.f
(k,n) < (k,n+1) I

Consideriamo un insieme nonvuoto () C N X N
Possiamo trovare m minimo in Q7
k 2 min {k|(k,n) €@} ( nonvuoto perche’ ) # )
2 min {n | (k,n) € Q} (non vuoto per definizione di k)

chiaramente (k, ﬁ) € () ¢ minimale

n



Funzione di Ackermann

ack,,(0,0)
acky, (0, + 1)

m
ackn,(0,n) + 1

A
A

n iIncrementi del caso base m

ack,, (0,n) = m+n



Funzione di Ackermann

ack,,(1,0) = 0
ackm(k+1,n+1) =  ackmy(k, ackm(k+1,n))

A

ackp,(1,n+ 1) ackm, (0, ack,,(1,n))

ack,, (0,n) = m+n

A

acky,(1,n + 1) m ~+ ack.,(1,n)

aggiunge m per n volte al caso base 0

acky(1,n) = m - n



Funzione di Ackermann

ackm(k+1,n+1) =  ackmy(k, ackm(k+1,n))
acky(k+2,0) = 1
ack,,(2,0) = 1
ackm(2,n+1) = ackm(1, ackm(2,n))
ackm(1,n) = m-n

|

ackp,(2,n + 1) m - ack,(2,n)

moltiplica per m n volte al caso base 1

ackm(2,n) = m"



Funzione di Ackermann

ackm(k+1,n+1) =  acky(k, ackm(k+1,n))
acky(k+2,0) = 1

1
acky, (2, ack,,(3,n))

n

ack, (3,0)
ackp(3,n + 1)
acky,(2,n)

A
4

A
— m

>

ackp, (3,n)

acky, (3,mn + 1) m

n volte esponenziazione

rom
m™

ackpy,(3,n)

m



Funzione di Ackermann

cresce piu velocemente di gls primitiva ricorsiva

acks(0,3) = 3+4+3=6

acks(1,3) = 3.3=9

acks(2,3) = 33 =27

acks(3,3) = 3% =327~ 76102



Espressioni aritmetiche

Aexp, < a; < agop aj

A[] : Aexp - M — Z

Aln]e = n

Alz]le £ o(z)
A

Alag|o op Ala+]o

.AIICL() op CL1:O'



Espressioni booleane

Bexp, <

b; < bg bop by
b < —b

B[] : Bexp — M — B

Bv]
Bﬂao cmp CL1:

B(—-b]

Bﬂbo bOp bl

Q Q Q Q

> {l> [|> ||

U

Alao]

—B|b]

o cmp Alai]o

o

Blbo]lo bop Blb,]o



Consistenza delle espression



Consistenza?

Va,o,n
(a,0) — n & Alaloc =n
P(a) £ Vo. (a,0) — Ald]o Va € Aexp. P(a)?
induzione strutturale!
Vo € lde. P(x) Vn € Z. P(n)

\V/CLO, ai. P(CLQ) /N\ P(al) — P(CLQ op CL1)
Va. P(a)




Caso base

Vx € lde. P($) Consideriamo X € lde

Vogliamo provare P(m) = Vo. <:C, O'> — Aﬂa:‘]]J = O'(ZI?)

prendiamo un o generico, possiamo concludere
(@, 0) — o(x)

vn € Z. P(n) Consideriamo T € 7

dobbiamo provare P(n) = Vo. (n,0) — A[n]o = n

preso un generico o concludiamo per la regola <n (7) o
)



Caso induttivo

\V/CLQ, ai. P(CLO) /\ P(al) — P(CLQ op al) Consideriamo ag, a; generici
assumiamo P(a;) = Vo. (a;,0) — Ala;]o

dobbiamo provare P(agopai) = Vo. (agopai, o) —s Afagopai]o

= Alao]o op Alai]o
prendiamo un generico o
(agopai,o) — n
Nn=ng opni (@0,0) — Ng, (a1,0) —> N
per ipotesi induttiva, n; = Ala;]o

e quindi n = ng opny = Alagllo op Ala1]o



Semantica denotazionale
del comandi?



Definizione ricorsiva

per divergenza

Cl-]: Com —>M — MU{L}

C[skip]le £ o
Cﬂgj r— CL:O’ é O'[A[GJ]]O'/ZE]
Cleoscile = Cla](Cleo]o) quasi..
: s | Cleglo  if Blb]o

Clif b then ¢y else ci|lc = { Cley]o otherwise
. A o if —IB[[b]]O'
Clwhile b do cjo = { C[while b do c](C[c]o) otherwise

quasi...

non e’ ricorsione b.f.!

Come sappiamo che esiste una soluzione? Come sappiamo che e’ unica?



Il problema generale

f:D—D
un punto fisso di f e d € D tale che d = f(d)
definiamo Fy ={de D |d= f(d)} C D

tre domande:
e sotto quali ipotesi Iy # &7
o se [y #+ &, possiamo selezionare un elemento preferito fix(f) € F?

e ¢ possiamo calcolare fix(f)?



D=N Fy
fn)=n+1 %

f(n) = n/2 {0}
f(n) =n®—5n+8 {2,4}
f(n) = n%5 {0,1,2,3,4}

AN .
fn)= i {6,28,496, ...} numeri perfetti
1€div(n)

div(z) = {1} U{d | 1 <d < z,2%d = 0}



D = p(N) Fy fiz(f)
f(S)=Sn{1} {@,{1}} %
f(S)=N\S 2

f(5) = Su{1} {T|1eT} {1}

F(SY2{n|3ImeSn<m} {0,kkeNU{a,N} o



Ingredienti

un ordine parziale (per confrontare gli elementi)
funzioni che preservino I’ordine
approssimazioni iterative

un caso base

una soluzione limite



