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Induzione



Come facciamo a

dimostrare un'affermazione esistenziale? . P(x)

mostriamo un testimone
In e N. n* <n n=~0

confutare un'affermazione universale? —Vz. P(z) = dx. -P(x)
mostriamo un controesempio a P

Vn e N. n? <n n =2

dimostrare un'affermazione universale? Vx. P(x)

usiamo l'induzione!



Cosa hanno in comune

numeri naturali

liste

alberi

grammatiche

termini di una segnatura
teoremi di un sistema logico
derivazioni

computazioni

Li possiamo
pensare come
generati da un
numero finito di
applicazioni di
regole :

caso base

caso induttivo



Cosa hanno in comune

caso base caso induttivo
numeri naturali 0 Succ
liste nil cons
alberi ni node

grammatiche di linguaggi
termini della segnatura
teoremi di un sistema logico
derivazioni

computazioni

produzioni con solo
simboli terminali

costanti

assiomi

assiomi

passo singolo

produzioni con simboli
non terminal

funtori

regole di inferenza

regole di inferenza

concatenazione
di passi



Una dimostrazione famosa

Ogni numero maggiore di 1 o €’ primo o puo essere scritto
come 1l prodotto di due o p1u numer1 primi

caso base (n = 2): 2 ¢ primo

caso induttivo: preso un generico n, assumiamo che la proprieta valga per
tutti 1 numeri da 2 a n e proviamo a dimostrarla per n + 1:

e se n+ 1 e primo abbiamo finito;

e altrimenti, sia n + 1 = a - b per qualche 1 < a e b <= n. Per ipotesi
induttiva a e b possono essere riscritti come prodotto di numeri primi.
Siaa =py1-....preb=qq-...-qp,. Alloran+1=a-b=p1-....pr-q1-...-qn
puo’ essere riscritto come prodotto di k£ + h numeri primi.



Una prova meno conosciuta

Tutti i gatti sono dello stesso colore ~ caso base (n=1): ovvio

caso induttivo: preso un generico n, assumiamo che la proprieta valga per
tutti 1 gruppi con k£ < n gatti e proviamo a dimostrarla per un gruppo di
n + 1 gatti:
Prendiamo n + 1 e mettiamoli su una linea.
Per ipotesi induttiva i primi n — 1 gatti sono tutti dello stesso colore.
Per ipotesi induttiva gli ultimi n — 1 gatti sono tutti dello stesso colore.
Dal momento che i gatti nel mezzo appartengono a entrambi i gruppi, per
transitivita tutti i gatti sono dello stesso colore.

o




Induzione ben fondata



Ingredienti

un insieme di elementi A (possibilmente infinito)
un predicato P: A — B = {0, 1}

vogliamo provare Va € A. P(a)

una relazione binaria di precedenza < C A x A

a < b si legge a precede b

(non necessariamente transitiva)

scritto anche come b > a

non sono ammesse catene discendenti infinite in <

relazione ben fondata



Grafo di una relazione
binaria di precedenza

* Alabedel 4 <ph b<a,d<bee<c



Grafo di una relazione

Esempio:
A —R* Uu=<wseuapparein w (con u # € e u # w)




Catene discendenti infinite




Catene discendenti infinite

Catena discendente infinita:
una sequenza infinita {a;};cn di elementi di A
tali che Vi € N. a; > a;+1

la sequenza puo’ essere anche vista come una funzione a : N — A

a(n) = an
a(0) = a(l) = a(2)....
Esempio e
| wed T\
A = {mon, tue, wed, thu, fri, sat, sun} / >on
thu
a(n) = n-simo giorno prima \ SIn

fri\ /

sat



Relazioni di precedenza
ben fondate

Una relazione s1 dice ben fondata
se non ha catene discendenti infinite

N mifm=n+1
nN! mifm=n+1
I mifn<m
N mifn<m
nN! mifn" m
nN! mifn=m

Z Z N Z N Z
QOO



Chiusura transitiva

Data una relazione binaria di precedenza !" A# A

la sua chiusura transitiva! ™ " A # A

e’ la piu’ piccola relazione generata dalle regole

al b al " b bl " c
al t b al tc

| " +

dalla prima regola, € ovvio che

+

si puo’ dimostrare che (! *)" =!



Chiusura transitiva e riflessiva

una relazione binaria 1" AH# A

la sua chiusura transitiva e riflessiva ! * " A# A

e’ la piu’ piccola relazione generata dalle regole

al A al b al "' b bl c
a"'a al'kl al'c
e’ ovvio che I R B

si puo’ dimostrare che (! ') =!"



Chiusure e cammini

Data una relazione binaria di precedenza '™ A# A

al ¥ bsse cOg un cammino non vuoto daa b nel grafo di!

k> 0,{C}iijpkj]-a=6C" ¢" aaa ¢ =1

a! * bsse cOe un cammino eventualmente vuoto agaa b nel grafo di!

Lk " O,{Ci}i! [0k] A= CoH i # aad& ¢ =0



Z Z2 Z N =

Chiusure

mifm=n+1
mifm=n+1
mifn<m
mifn" m
mifn=m

n<m
n<m
n<m
n! m

' — Il

n! m
n! m
n! m
n! m

' — ITl



Teorema

Una relazione e ben fondata sse (se e solo se) la sua chiusura
transitiva e ben fondata

Dimostriamo prima

| ¥ @ ben fondata"! e ben fondata

OVVIO:
ogni catena discendente pel € anche una catena discendente pdr ™ edé Pnita
perche ! ¥ e ben fondata



Relazione ben fondata

Una relazione € ben fondata sse (se e solo se) la sua chiusura
transitiva € ben fondata

Ora dimostriamo

| & ben fondata"! * e ben fondata # A(' * b.f)" A(! b.f)

per contrapposizione: assumiamo ché ™ non sia ben fondata e proviam
che neanchd loé. Consideriamo una catena discendente inbnita per *

n + n + n +

dg ad; ay

per debPnizione,a! * bsse esiste un cammino non vuoto da a b nel grafo di!

do di a

quindi abbiamo che anche la catena di e discendente inPnita



Relazioni Acicliche

Una relazione binaria di precedenza !'" A# A

ha un ciclo sea! ™ a per qualchea" A

Dicilamo che! e aciclica se non ha cicl

Notate che! e aciclicasse!l © loe



Teorema

Se una relazione e’ ben fondata allora e’ aciclica

Per contrapposizione:
proviamo che se! ha un ciclo allora non e ben fondata. Consideriamoa " A
tale chea! ™ a allora abbiamo una catena discendente inPnita pet *

a#T a#” a#’ ..

guindi abbiamo che! ™ noné ben fondata
per il teorema precedente neanché e ben fondata.



Teorema

SeAe bnitoe! e aciclica allora! e ben fondata

La prova utilizza il principio dei piccioni



Il principio dei piccioni

Sen oggetti sono posti Inm < n slots,
allora almeno uno slot contiene piy di un oggett

nella figura: 10 piccioni e nove slots



Teorema

SeAe bnitoe! e aciclica allora! e ben fondata

Per contrapposizione:
proviamo che se! non e ben fondata allora ha un ciclo. Consideriamo un
catena discendente inPnita pel

a = a ay
k = |A| e prendiamo | primi k + 1 elementi della catena discendente
Qo a  ax " ... &
per il principio dei piccioni, & = a; per qualche 0# 1<] # Kk,
a ' Aj+1 ... A1 A =G

guindi & ! ¥ a e! ha un ciclo.



Elementi Minimali

Sia !'" A# A unarelazione binaria di precedenza.

SaQ! Aem" Q

m ¢’ minimale 1n Q se nessun elemento di Q precede m

Ix " Q. X #fm
I A"X#Q.Xx$ m

Q non ha elementi minimalisse sim" Q. #x" Q.x$ m



Elementi Minimali

Elemento

Minimale ? Unico’?
N, < 1 Q" N 9 V)
Z,< 11 Q" Z % v

(N), ! 1 Q" 1(N) % %4



Lemma

I e b.f. sseogni"# Q3% A ha un elemento minimale

117 1 ha una catena discendente inPnita s:
12 1Q" A non vuoto che non ha elementi minimal

I 12

Consideriamo IOinsiem® = {a; |I ! N}. Q non ha elementi minimali.
Se ne avesse uno, diclamay,, avremmo cheay.:; " ax.



Lemma

I e b.f. sseogni"# Q3% A ha un elemento minimale

117 I ha una catena discendente inPnita s:
12 1Q" A non vuoto che non ha elementi minimal

|12' 11

Considera! '= Q # A che non ha un elemento minimale.

Dal momento che! "= Q scegliamo unag $ Q.
Dal momento che ag non e minimale, possiamo considerarea; $ Q tale che

a1 % ay
Dal momento che a; non e minimale, possiamo considerarea, $ Q tale che
a Y% a;

Dal momento cheax none minimale, possiamo considerareag+; $ Q tale che
a+1 Yoay



Teorema [induzione b.f.]

Sia!" A # A una relazione binaria di precedenza b.
('a" A.P(@) # ('a" A.('b% a.P(b) % P(a))

e S(a)=H(a)! P(a)

SiaH(a) = !'b" a. P(b

T~
(ta" AAP(@) # (la" A.S(a))
11 12
I 12 Assume! a. P(a) Take a generia! A

S(a)! (H(a)" P(a)! (AH(Q)# P(a))! (AH(a)#tt)! tt



Teorema [induzione b.f.]

o S(a)= H(a)! P(a)
Sia! A# ADT H(a) = !'b" a. P(b)

1 (lta" A.P(@) # ('a" A.S(@))rp
12" 11 Al AR
Assumiamo a" A. AP (a)

Prendiamo Q = {q! A |AP(q)} ¥ #, percheO almena! Q
Dal momento che$ e b.f., sappiamo cheQ ha un elemento minimalem ! Q

Ovviamente, AP (m) (perché m! Q)
m e minimale, quindi %$ m.b"l Q
cie %% mP(b) & H(m)

Ne consegueH (m)' AP(m) & A(H(m) ( P(m)) & AS(m)
cicd Ya! A.AS(a)



Induzione b.f.

Riscriviamo il precedente risultato sotto forma di regola di inferenza

Data una relazione di precedenza b.f. !" A# A

la" A. (('b# a.P(b) $ P(a))
la" A. P(a)

Vantaggio: quando proviamo P (a) per un a generico
possiamo usare IOassunziohb" a.P(b)!



Deriviamo il principio di
iInduzione matematica debole

la" A. (('b# a. P(b) $ P(a))
la" A. P(a)

A =N
I = {(n,n+1) | n" N} (relazione di precedenza immediata)

¥ sea=0, allora non esiste unb! 0, percui ("b! 0.P(b) # tt e
("b! OP()$ PO)#1tS P(O)# P(O)

¥ sea= n+1, allora esiste un solobtale cheb! n+1,
ovwerob= n allora (("b! n+1.P(b)$ P(n+1) # P(n)$ P(n+1)



Otteniamo il principio di
Induzione matematica

P (0) 'n" N.(P(n)# P(n+1))
I'n" N. P(n)

Debole: possiamo assumere P(n) per provare P(n+1)



Deriviamo il principio di
induzione matematica forte

la" A. (('b# a. P(b) $ P(a))
la" A. P(a)

A=N

< (minore stretto)

¥ come prima sea = 0, allora non esiste unb! 0, percui ("b! 0.P(b)) # tt

e
("b! O0.P(b)$ P(0) # P(O)

¥sea=n+1, allora(("b! n+1.P(b)= P(0) %P (1) %... %P (n)
allora(("b! n+1.P(b) $ P(n+l)) # P(0O)%P(1)%..%P(n) $ P(n+1)



Otteniamo il principio di
induzione matematica forte

P (0) I'n" N. ((P(O)# aa#aP(n)$ P(h+1))
I'n" N. P(n)

Forte: possiamo assumere piu’ di P(n) per provare P(n+1)



Induzione Strutturale



Relazione di sottotermine immediato

una segnatura{! n}n ! N

prendiamo A = T, (termini chiusl) senza variabili

o= {(t,f(ty, .., tn)) | T " Tt " [1,n]}

(relazione di sottotermine immediato)
Esempio
bo={0} !'1={sucg !,= {plug
O! succO)! plug0,sucg0))
0! plugq0,sucg0))
0!" plugsucg0), sucg0))



Lemma

T, ! eb.t.

Definiamo depth: T, ! N

depth(c)
depth(f (tq1,...,th))

1 se cl | 0
1+max pnpdepth(ti) s ! I,

Per debnizione, sa ! t' allora depth(t) < depth(t*)

Ogni catena discendente In! Induce una catena discendente Ir<

Dal momento che< e b.f. anche! e b.f.



Principio di induzione
strutturale

In" NUE" 0ty oty " T (P(t) #A4AP(t)) $ P(f (te, ..., th))

It" T, .P(1)



Corollario

T ,! " eb.t.

Perche ! * e |la chiusura transitiva di una relazione b.f

Esempio
lo=10r !'1={sucg !,= {plug
O! ™ sucd0) ! * pluq0, sucd0))
0! * plug0, sucd0))
0! ™ plugsucd0), sucd0))



Terminazione delle derivazioni
per le espressioni aritmetiche

x! Ide op! {+," #}

a:=x|n|aopa n!' Z M={l|! :lde! Z}

IX,'"# I (X) In,!'"#5 n lagopag,!"# ngopn;

P(@=!!"M.#m" Z.8,' % & m

la. P(a) ?



Principio di induzione
strutturale

I x " Ide P(x) In" Z.P(n)

lapg,a;. P(ap) " P(a1) # P(ap opay)
la. P(a)




Caso Base

Ix " lde P(x) Prendiamo un genericox ! lde

- . g 1 ¢ 0
Vogliamo provare ‘P (x) = 11."m. #; ! $ %& m variabile

Prendiamo un generico! ! M e consideriamo il goal'x,! #% m

abbiamo !X, "#5 m %[m:! (X)] |

Dalla regola
PRI T 1 (x)

Abbiamo Pnito (considerandom = ! (x))



Caso Base

In" Z. P(n) Prendiamo un genericon ! Z
Vogliamo provare 3P (n) = !'!."m. #),! $ %& m

Prendiamo un generico! ! M e consideriamo il goal'n,!#% m

Dalla regola abbiamo In,'"# m %[m: n] |

In,!"# n

Abbiamo Pnito (considerandom = n)



Caso Induttivo

lag,a;1. P(ag) " P(a1) # P(agopa;) Prendiamo g, a1

Assumiamo€P (ag) = !'!. "myg. #ag, ! $ Y& mg
P(a;) = !!."m;. #a;,! $%& m;

Vogliamo provare P (ag op az) =11."m. Hap opag,! $%& m



Caso Induttivo (cont.)

Prendiamo un generico! ! M e consideriamo il goal'agopa,!#% m

lag,!"#5 ng lag,!'"# ng

Per la regola abbiamo

lag opay,!"# ngopn;

lag opag, ! "# M Wm=moopm,] '@0, ! "H Mo, lag, 1" #H my

Per Ipotesi induttiva, esistono mg, m; talli che
lag,! "# mgela,!"# my

Abbiamo Pnito (considerandom = mgop m;)



