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Semantica Denotazionale HOFL-cap 9



Domini di interpretazioni



L'idea

Per ogni tipo introduciamo il corrispondente dominio (V)
definito induttivamente sulla struttura di 7 in modo da poter
assegnare un elemento del dominio (V) , ad ogni termine t

chiuso e tipabile con tipo 7



Domini di interpretazioni

N Esempio
Dint = 21 Dintwint = (Z1 X Z1) 1

rec p.

D, wr, 2(D,, x D.) 1 p.-p (rec x. x,rec y. y)
J_ nt*xint J_ nt ) J— nt

distinguere: i (LDuer LD

coppia di termini divergenti |

da coppia divergente Esempio

Dint—sint = 21 —7Z.1]1

ZAY
D’Tl—>7'2 — [DTI — DTQ]J_ rec f. f )\x. rec y. y

distinguere: lp, . Ad. Lp
prende arg e diverge

dalla divergenza senza prendere arg

wnt



Domini di interpretazioni

Dz’nt = ZJ_



Domini di interpretazioni

t:T tlp € D-

/

ambiente p: Var — | | D,
TeT

tipo coerentecon 471 = p(z) € D,
assegnazione di
valori alle variabili

definiamo la funzione di interpretazione per ricorsione
strutturale



Semantica Denotazionale



Constanti



Variabili

P [t]lp € D-

p: Var — UDT
TET
dpoe (= D]

[21p = p(x)

e——

D,

D,



Operazioni aritmetiche

da dimostrare: °p, e’ monotona e continua

op € {+, —x}
[t1 op t2]p = [t1]p o, [t2]p

%J_ZZJ_XZJ_%ZJ_

[ [n1op ng] sewvy = |ni|ewvy=|ng]

ZAY
01%l02—<

J—ZL altrimenti (Ul — J—ZL O Vo — J—ZL)

N

chiamata estensione strict

\\



Condizionale

da dimostrare: Cond is monotona e continua

ﬂifithenﬂ elsez]]p = Cond,( M]p , [E]]p , [2]],0 )

nt

e— e——

Ding =71 D; D~

] L
D, D,

Cond,:Z, xD-xD.— D._

1lp. sev=_lg,
COHCIT(U, dl, dz) = dl S€C UV — LOJ
do altrimenti (v = |n| con n # 0)






Proiezioni

Equivalentemente: [fst( t )]p = let d < [t]p. 71(d)
[fst(t )]p =77 ( Mp)

| I
D, D — D, T
DT1 (D x D )
| | I |
1)7-1 (DT1 XDTZ) — D,

D,

[snd(t)]p =73 ([tlp)



Astrazione

DTl—>7'2 é [DTl — DTQ]J_

[Az. t]p £ [ Ad. [t]p[*/] |

T — T2 . l)T2

D7’1—>T2:[DT1_>DT2]L . [DTl _>D7'2]

[Dﬁ — DTQ]J—



Applicazione (lazy)

Equivalentemente: [ ¢ to Jp = (Ap. ¢([to]p))” ([t]p)




Ricorsione

ﬂrecﬁ:ﬂp A M]p[l[[rec x. t]]p/w]




Ricorsione

ﬂrecx tﬂp fir Ad. HP[ /]

. [[D~ —>D]%D]

D,

D. ' . ' D, — D.]

D,



Recap

[n]p = |n]
[z]p = p(x)
[t1 op t2]p = [ta]p op | [t2]p
[if ¢ then ¢, else t2]p = Cond,( [t]p, [ti]p ., [t2]p )
[(t1 5 t2)]p= [ ([talp , [tolp ) |
[fst(t )]p = =7 ([t]p )
[snd(t)]p = w5 ([t]p)
[Az. t]p = | Ad. [t]p["/2] ]
[t to Jp = let ¢ < [t]p. ¢([to]p)
[rec . t]p = fix M. [t]p["/.]




Esempi

| seguenti termini hanno la stessa semantica®?

fdéflx s int. 3

g det Ax :int. if x then 3 else 3

def : : :
h'=recy:int — int. Ax: int. 3



Esempio

f=Ax:int. 3

Mo t]p = [ A [t]el*/2] | [n]p 2 |n)
[£1p = [Ax.3]p = |Ad. [3]p[*/.]] = [Ad. |3]]




Esempio

g = def Ax :int. if x then 3 else 3

[Az. t]p £ [ Ad. [t]p["/s] ]

[g]lp = [Ax. if x then 3 else 3]p
= |Ad. [if x then 3 else 3]p[‘/,]]

[if ¢ then t; else t3]p = Cond ( [t]p, [ti]p, [t2]p)

= |Ad. Cond(d, |3], L3J)J{

lp. sev=_1z7,

Cond(v,dy,d2) = dy se v = LOJ
— [Ad. let x<=d. [3]] L= oo
Lflp # lglp

Ad. |3]] f= Axzine. 3



Esempio

h=recy:int —int. Ax:int.3

def

|hlp = [rec y. Ax. 3]p
= fix Ad,. [Ax. 3]
= fix Ad,.
= fix Ad,.

Ad,.
Ad. [3]]

[3]p

dy = FhO(J—[ZL%ZL]L) =liz,-z,],

d, = I;(do) = (Ad,.
& = I;(d)) = (Ad,.

Ad,.
Ad,.

3

1)
DAdy. |3]] = [Ady. |3]] =d,

_3_

[rec z. t]p £ fix Ad. [t]p[*/]

p[%/,] Pa-tlp = LAd [tpl"/a]

[ /3, /4]
I, = Ad,. |Ady. 3],

[Ady. [3]]



Esempio

def : : :
h'=recy:int — int. Ax: int. 3

I, =Ad,. |Ady. |3]

do = IZO(L[ZL%ZL]L) =1z, -z,
&y = Ti(do) = (Ady. |Ady. [3)])L = [Ady. |3]]

Elemento massimalein [Z, —7Z,],
potremmo gia’ fermarci



Esempio

def : : :
h'=recy:int — int. Ax: int. 3

[h]p = [Ady. [3]] =[flp

[fIp = [Ax.3]p = [Ad. [3]p[“/+]] = [Ad. |3]]

fdéflx L int. 3



Esempio

L . T [rec x. t]p éﬁx Ad. Htﬂp[d/w]
[rec z. z]p = fir Ady. [z]p[* /]
= fix \d,. dy
do = Lp,

di = (Mdy.dy) do =do = Lp.

[rec x. x|p= Lp._

T it — int |[rec Z. 513]],0 — J—[ZJ_—>ZJ_]J_

T :wnt x int |[rec L. xﬂﬂ — J—(ZL x7Z1)1



Esempi

| seguenti termini hanno la stessa semantica®?

rec r. r
AY. rec z. 2



Esempio

gy-1m 2. T2 Az t]p = | Ad. [t]p[®/.] ]
[Ay. rec z. z]p = | Ad,. [rec z. zp[dy/y”
= |[Ady. Lp,, |

= |1p, —>D72]J

o LJ_Vrl —T9 J

# J_DTl—M'Q o J_(VTl—M'Q)J_

Tt — int |[I'€C Z. CU]],O — J—[ZL—%L]L diverge

y . int,z :int [A\y. rec z. z]p = | Lz, 2z, 1] aspetta arg
e diverge



Esercizio

xwmtxawnt , y:wmt, z:nt

| rec x. = ||p | (recy.y, recz. z ) |p

o

diverge una coppia
di computazioni divergent

J_Dint*int L(J_Dzmﬂ J_Dznt)J




Lazy vs Eager



Applicazioni Eager
returns | quando [t]p= L

lazy [t to [p=let ¢ <= [t]p. o([tolp)

eager [ tto]p = let v < [t]p. let d < [to]p. ¢(|d])

returns | quando [tjlp= 1 o [to]p= L



Definizioni ben costruite



Ben definite

Dobbiamo garantire che tutte le funzioni che abbiamo usato
siano monotone e continue,
iIn modo che la teoria dei punti fissi di Kleene sia applicabile

T T2 ()" apply fir let gia’ analizzate

op, Cond, A da controllare



TH. 9P, e’ monotono e continuo
%J_ : ZJ_ X ZJ_ — ZJ_

A Lnl op TLQJ S€C V1 = Lnlj € Vo = anJ
U1 OP, Vg — - . . _ __
— L J—ZL altrimenti (?}1 — J—ZL O Vo — J—ZL)

Omettiamo il controllo di monotonicita’
Dal momento che il dominio ha solo catene finite, € anche

continuo



TH. Cond.- e’ monotona e continua

Cond.:Z,| xD-xD.— D_

1lp sev=_lg,
CondT(v, dl, dg) = dl SC UV — LOJ
do altrimenti (v = |n| con n # 0)

Omettiamo il controllo di monotonicita

Dimostriamo la continuita su ogni parametro separatamente
Il primo parametroe’in Z |
sono possibili solo catene finite, quindi la continuita e garantita

Dimostriamo la continuita sul secondo parametro
Per il terzo parametro la prova € analoga e viene omessa



(continua)

Cond.:Z,| xD-xD.— D_

1lp sev=_lg,
CondT(v, dl, dg) = dl SC UV — LOJ
do altrimenti (v = |n| con n # 0)

Continuita’ sul secondo parametro
prendiamo ved,,de D, {dz’}z’EN C D,

vogliamo provare  Cond.. (v, || dz-,d) = | | Cond,(v,d;,d)

€N 1EN

s
procediamo per analisi dei casi v < 0]
n), n#0




(continua)

Cond.:Z,| xD-xD.— D_

1lp sev=_lg,
CondT(v, dl, dg) = dl SC UV — LOJ
do altrimenti (v = |n| con n # 0)

U:J—ZL

Cond, (LZL, || di,d) =1p =| |Lp, =| | Cond,(Lz, ,d; d)

1eN 1eN €N



(continua)

Cond.:Z,| xD-xD.— D_

1lp sev=_lg,
CondT(v, dl, dg) = dl SC UV — LOJ
do altrimenti (v = |n| con n # 0)

v = 0]

Cond, (LOJ, || di,d> = | |di =] |Cond.(|0],d;,d)

€N €N 1eN



(continua)

Cond.:Z,| xD-xD.— D_

1lp sev=_lg,
CondT(v, dl, dg) = dl SC UV — LOJ
do altrimenti (v = |n| con n # 0)



TH. |la lambda astrazione e’ monotona e continua

t:T M. [t]p[*/.] € continua
ci concentriamo su una proprieta piu forte
T ennupla x1, ...,z d ennupla dq, ..., d,
Ad. Ilt]]p[g/gg] e’ continua

la prova e’ per induzione strutturale su ¢

(provateci)

Corollary t:79 — 7 fixz M\d. [t]p]*/.] € continua

(il limite di funzioni continue e continuo)



Proprieta’ principal



Lemma di sostituzione

zyto 7o [t /a]lp = [t] [ /]

update dell’ambiente

sostituzione sintattica

la prova e’ per induzione strutturale su ¢

(provateci)



Composizionalita

Il lemma di sostituzione [t[*® /.]]p = [t]p[t°)?/,] & importante
perché garantisce la composizionalita della
semantica denotazionale

TH. [tp=Tt2lp = [t["/allp = [t /allp

proof. assumiamo [t1]p = [t2]p

ﬂt[tl/x]ﬂp‘: [tlpt17 /] :‘ [tlp[1*217 /] T [t[/2]]p

lemma [t1]p = [t2]p lemma
di sostituzione di sostituzione



Solo le variabili free
hanno importanza

TH. t:7
Ve efu(t). p(z) =p'(x) = [tlp=T[tlp

la prova e’ per induzione strutturale su ¢

(provateci)

Corollary ¢ chiuso = Vp,p'. [tlp =[]y



TH. | termini canonici non sono bottom
ce C, = Vp.|c]p+# Lp.

prova. per induzione sulle regole dei termini canonici
P(ce C;) £Vp. [c]p # Lp,

— nlp = n) # Lo,

fo:To 1 :7T1 to,t closed

(t()a tl) E C’C()*T]

[(to, t1)]p = [([to]p, [t1lp)] # LD.,..,

Ax.t: 19— 11 Ax.tclosed

. tlp = A, [pl/al) # Lo, ..
Ax.t € Cyysr,



