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Lambda notazione



Lambda notazione

Modo per descrivere funzioni senza assegnargli un nome
funzione anonima

Az. e x funge da parametro formale in e
denota una funzione che attende che un valore che

viene sostituito a x in tutte occorrenze di xin e
e pol valuta e

applicazione della funzione anonima
€1 €9 e € I'argomento passato alla funzione e;

denota l'applicazione della funzione ¢; ad ¢,
riduce il bisogno di parentesi eq(es)



Definizione di funzione

flx)22*—-2-2+5

\z. (% —2-x +5)
| —

le parentesi non sono necessarie
sSono aggiunte solo per chiarezza



Regole associative

€1 €2 €3 silegge (e1 e2) e3  l'applicazione e’
associativa a sinistra

AT. Ay. Az. e silegge Az. (Ay. (Az. e))
’astrazione e’
associativa a destra



Scoping

L. €

loscopedi ze’ e

~r non e’ visibile fuori da e

come una variabile locale



Alpha-conversione

e (22 —2-x+5) nomi dei parametri formal
sono inessenziali:

le due espressioni denotan
Y. (y2_2.y_|_5) SP eS.SO denotano
la stessa funzione

Ax. e = \y. (e[’/z]) (sotto alcune condizionisu e,y )

capture-avoiding
substitution
(formalizzeremo a breve il concetto)



Applicazione (beta rule)

(Az. e) eg applicazione di una funzione

e[®/,] valutazione via sostituzione
capture-avoiding
substitution



Esempio

Az, (z* —2-x +5) una funzione

(A\z. (z° —2-245)) 2 la sua applicazione

22 _92.91+5=05 la sua valutazione



Esempio

Az, Ay. (22 —2-y+5) una funzione

(Az. \y. (z°—2-y+5)) 2 lasua applicazione

A\y. (22 —2-y +5) la sua valutazione

e’ ancora una funzione!



Esempio

M. Az, (22 + f 1) una funzione

(M. dx. (22 + f 1)) (\y. (2-9)) la sua applicazione

= (F'argomento €’ una funzione!)
Az, (z2 4+ (My. (2-9)) 1) la sua valutazione

posso usare funzioni di ordine superiore come argomenti/
risultati



Esempio

(224 f 1) una funzione

(z* 4+ f 1)) (M\y. (2-y)) 3 la sua applicazione

(2 4+ (M. (2-y)) 1) 3 lasua valutazione

— e la sua applicazione

32+ (\y. (2-9) 1 la sua valutazione
e la sua applicazione

3°+2-1=11 |3 sua valutazione



Condizionale in Lambda Notazione

Aggiungiamo all'astrazione Ax. e e all'applicazione di funzione

e (e,) anche il condizionale

e — €1,€2 If e then e else es

Posso scrivere Ax.x > 0 — 1,0

esempio  min = . ANY. <Y —T,Y
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Semantica denotazionale

€ :Com— (X —X) € :Com— (X — X))
Lifting
¢ [skip] 6 & & () (Z=Z)—= (X —=Z))

) fiZ%ZJ_ f*IZJ_%ZJ_
Clx:=a]c ¥ g[“ldoy

f*(x)_<f¢ if x= 1
€ lco;c1] o ' [e1]™ (€ [eo] ©) - | f(x) otherwise

@ [if b then ¢ else c;]c & B[b]|c — € [co]0,% [c1] o

¢ [while b do cJo & ?



Seman’rlca den. (con.)

[while b do c| o = %’ﬂb]]c — ¢ [while b do c]]" (¢ [c]o),0

[while b do ¢] = A5.Z[b] 6 — € [while b do ¢|* (€[] o),0

X

R

Ap. Lo. B[b] 6 — ¢* (€ [c]o),0) € [while b do ]
I, d§f7L¢. Ao. B|blo— " (¢ |c]o),0
¢ |while b do c| =1, . ¢ |while b do c|

p = f(p) una equazione di punto fisso!



Semantica den. (con.)

¢ [while b do ¢] = I}, . € [while b do (] % :Com— (£ — X))
Z%ZJ_ Z%ZJ_
def *
1797022“@' AG'¢%}|U9]]G%(P(C€|[C]]G)76 (PIZ%ZJ_
IZ—LI (P*IZL%ZL
TL | € clo 2y
(Z—=X,)=X—=X, (P*(Cg ﬂcﬂ G) :ZJ_
Ipe: (i) —2—2)
Epz)oz
funzioni parziali
y ¥

insieme di coppie
(0,0") OPC,



Monotono e continuo

L. < Ag. Lo. B[b]o — ¢*(¢[c]0),0

Prendiamo
Rb,c = 9
chiaramente

1 (6", 0" \
B[b]lo AClcllo = ", B[-blo ¢
\ (0-7 OJ)

(0,0) ,

Ry = 1's,c quando vediamo 1, operare sulle
funzioni parziali

Ry e’ (monotona e) continua, e cosi’ anche I'n,c

% [while b do ¢] < fix .= | | [*(Ls 5

No. L



Bottom

> haun elemento bottom: |

> — > haunelemento bottom: Mo L

per evitare ambiguita’
denotiamo l'elemento bottom del dominio D con L p

1y, Ly,




Esempio

w = while true do skip

Iirue skipO = Z [true|c — @~ (¢ [skip| o) ,0
= true — @~ (¢ |skip| o), 0

= ¢ (¢ [skip] o)
Itrue skip® = @ Iirueskip €’ la funzione identita’

ogni elemento €’
un punto fisso

(X Itrue skip = AC. 1y,



Esempio

w=whilexr>1doz:=x—1
o

I'pe po=DBlzr>1]c = ¢"(Clr:=x —1]o),0
= (o() > 1) = ¢*(0["71/o]),0

o(z) <1 (U y O ) o(z) > 1 Ao = O-[O-(w)_l/il}]

~ A
Rp . = (0, 0) (0, 0)

R o(x)—1 2, /

Bye = (0,0) =t “ (o 0/’)] O)J(x)>1




Esempio

w=whilez>1dozr:=x—1
R).(2)=2
R, (@) ={(0,0) | o(x) < 1} D {(0,0) [o(x) =1]

) A D (o, all/z]) | olx) = 2;

R, (@) = Ry (@) U{(0,0[1/2]) | o(x) = 3}

Ry (@) ={(0,0) | o(z) <1} U{(o,0[l/z]) |1 <o(x) < nj}

nRy (D) = {(0,0) | o(x) <1} U{(o,0(l/z]) | 1 <o(x)}



