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Il Master Theorem

S1 applica a ricorrenze della forma

I(n)=al(n/b)+ f(n)

dovea=1,b> 1, e f ¢ asintoticamente positiva




- ; ; I(n)=a T(n/b) + f (n)
| tre casi di applicazione

Confronta f(7) con nlogpa;

1. f(n)= O(nlogre —¢) per qualche costante € > 0.

* f(n) cresce polinomialmente piu lentamente
di nlogre (d1 un fattore rn¢)

Soluzione: T(n) = O (nlogya)




- ; ; I(n)=a T(n/b) + f (n)
| tre casi di applicazione

Confronta f(7) con nlogpa;

2. f(n)= O(nlogra lgkn) per qualche costante £ = 0

* f(n) e nlogra crescono allo stesso modo

Soluzione: T(n) = O(nlogpa 1gkt1n)

Nota: questa ¢ la generalizzazione di

f(n) = O(nlogra) = T(n) = O(nlogpa [gn)




- ; ; I(n)=a T(n/b) + f (n)
| tre casi di applicazione

Confronta f(7) con nlogpa;

3. f(n)= Q(nlozra +¢) per qualche costante € > 0

* f(n) cresce polinomialmente piu veloce di
nlogre (d1 un fattore n¢), e

o f(n) soddisfa la condizione che
af(n/b) = cf(n) per qualche costante ¢ < |

Soluzione: T(n) = 0O(f(n)) .




Esercizio 1

T(n)=4T(n/2) + n
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Esercizio 1

T(n)=4T(n/2) + n

a=4,b=2
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Esercizio 1

T(n)=4T(n/2) + n
a=4,b=2=nlogre=p2 e f(n)=n

CASQ ?222??




Esercizio 1

T(n)=4T(n/2) + n
a=4,b=2=nlogre=p2 e f(n)=n

CASO 1!




Esercizio 1

T(n)=4T(n/2) + n
a=4,b=2=nplogra=p2 e f(n)=n
CASO 1: f(n)=0O(n?-¢)pere=1

;. T(n) = O(n?)




Esercizio 2

T(n) =4T(n/2) + n?2
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Esercizio 2

T(n) =4T(n/2) + n?

a=4,b=2=nlogra=n2 e f(n)=n2




Esercizio 2

T(n) =4T(n/2) + n2
a=4,b=2=nlogra=n2 e f(n)=n2

CASQ ?22??




Esercizio 2

T(n) =4T(n/2) + n2
a=4,b=2=nlogra=n2 e f(n)=n2
CASE 2: f(n) = O(n2lghn), k=0

;. T(n) = O(n2lgn)




Esercizio 3

T(n) =4T(n/2) + n3
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Esercizio 3

T(n) =4T(n/2) + n3

a=4,b=2=nlogra=p2 e f(n)=n3




Esercizio 3

T(n) =4T(n/2) + n3
a=4,b=2=nlogra=p2 e f(n)=n3

CASQ ?2??




Esercizio 3

T(n) =4T(n/2) + n3
a=4,b=2=nlogra=p2 e f(n)=n3

CASO 3: /(n)=Q(n2+¢)pere =1




Esercizio 3

T(n) =4T(n/2) + n3
a=4,b=2=nlogra=p2 e f(n)=n3

CASO 3: /(n)=Q(n2+¢)pere =1

....basta cosi????




o a [ (n/b) = c f(n) per qualche
Esercizio 3 costante ¢ < |

T(n) =4T(n/2) + n3
a=4,b=2=nlogra=pn2 e f(n)=n3
CASO 3: /(n)=Q(n2+¢)pere =1

e 4(n/2)3 <cn3perc=1/2

- T(n) = O(n3)




Esercizio 4

T(n) =4T(n/2) + n2/logn




msercizio® ' proviamo con il MT...

I

T(n) = 4T(n/2) + n2/logn

a=4,b=2=nlogra=npn2 e f(n)=n?/logn
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Esercizio4 |

I

T(n) =4T(n/2) + n2/logn

a=4,b=2=nlogra=pn2 e f(n)=n2/logn

S1 puo applicare 11 Master Theorem??7??
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Esercizio4 |

I

T(n) =4T(n/2) + n2/logn

a=4,b=2=nlogra=pn2 e f(n)=n2/logn

S1 puo applicare 11 Master Theorem??7??

nlogba = n2 vs n2/logn
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Esercizio4 |

I

T(n) =4T(n/2) + n2/logn

a=4,b=2=nlogra=pn2 e f(n)=n2/logn

S1 puo applicare 11 Master Theorem??7??

nlogba = n2 vs n2/logn

Quali casi possiamo
sicuramente escludere?
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Esercizio4 |

I

T(n) =4T(n/2) + n2/logn

a — 4, b =) = plogha=p2 e f(n) — n2/10gn

S1 puo applicare 11 Master Theorem??7??
nlogba = n2 vs n2/logn

n2/logn = O(n2)

Quali casi possiamo
sicuramente escludere? @M
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Esercizio4 |

I

T(n) =4T(n/2) + n2/logn

a=4,b=2=nlogra=pn2 e f(n)=n2/logn

S1 puo applicare 11 Master Theorem??7??
nlogba = n2 vs n2/logn
n2/logn = O(n?)

Casi2e3 NO!"!!
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Esercizio4 |

I

T(n) =4T(n/2) + n2/logn

a=4,b=2=nlogra=pn2 e f(n)=n2/lgn

S1 puo applicare 11 Master Theorem??7??

nlogba = n2 vs n2/logn

Caso 1 (n2¢), osserva:
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Esercizio4 |

I

T(n) =4T(n/2) + n2/logn

a=4,b=2=nlogra=pn2 e f(n)=n2/lgn

S1 puo applicare 11 Master Theorem??7??

nlogba = n2 vs n2/logn

Caso 1 (n2¢), osserva:
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Esercizio4 |

I

T(n) =4T(n/2) + n2/logn

a=4,b=2=nlogra=pn2 e f(n)=n2/lgn

S1 puo applicare 11 Master Theorem??7??

nlogba = n2 vs n2/logn
ne = w(logn), V¢ >0

nZ/ne 7777 n2/logn
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Esercizio4 |

I

T(n) =4T(n/2) + n2/logn

a=4,b=2=nlogra=pn2 e f(n)=n2/lgn

S1 puo applicare 11 Master Theorem??7??
nlogba = n2 vs n2/logn
ne = w(logn), V¢ >0

nZ/n¢ < n2/logn
Caso 1 NO!!!!




Esercizio4 |

e f(n)=n?lgn

rem????
Alogba = n2 vs n2/logn

it = w(logn), Ve>0

o di
N C A
£ /R
essun aSOoooo B ’(v.;é;.'r :
N
<ht




_ a—— I— -

Esercizio 4 | E qu|nd|7r)77
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T(n) =4T(n/2) + n2/logn
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Esercizio4 | Svo\gete....

I

T(n) = 4T(n/2) + n2/logn
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Esercizio 4 | Svolgete

2

T(n) =4T(n/2) + 2— =

logn
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Esercizio4 | Svolgete

T(n) =4T(n/2) - n? =4(4T(2) A (%2 '

logn
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Esercizio4 | Svolgete

T(n) =4T(n/2) + {2 =4(4AT(2) + otlo) + o =
167'(n/4) - long/Q | l(;ngn —



Esercizio 4

,]
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Svolgete....

2

T(n) =4T(n/2) - I(Zgn
4n? 2
16T(n/4) | 1Ogéfln/2 | logn
n> n?
16T(n/4) I logn/Z I logn




Esercizio 4
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Svolgete....

16T(n/4) | lo;n/Z
22K T (n/2F) +n2X

—1 1

=0 log(
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Esercizio4 Svolgete...

Cn? 0y | (2?2 '
T(n) =4T(n/2) - =4(4T(%) log(n/2)) | =

logn logn
an? n2
16T(n/4) | logéfln/Q | logn
n2 | 7’1,2 _
16T (n/4) + ooy + (2o = ... =

228 (n/2F) 4+ n2xr ] 1og(1ﬂ.) =[n/2F =1+ k = logn)




———— =

Esercizio4 | Svolgete

T() AT(n/2) + 2 —aqar(m) 1 BT ) ¢ o

logn log(n/2) logn
an? "2
16T(n/4) | logéfln/Q | logn
n” n”
16T(n/4) + 155575 + fogm = -+ =

228 (n/2F) 4+ n2xr ] log%%) =[n/2F =1+ k = logn)

2 ovk—1 1 _
n"+n Zi:O logn—log2* =




———— =

Esercizio4 | Svolgete

T() AT(n/2) + 2 —aqar(m) 1 BT ) ¢ o

logn log(n/2) logn
an? "2
16T(n/4) | logéfln/Q | logn
n” n”
16T(n/4) + 155575 + fogm = -+ =

228 (n/2F) 4+ n2xr ] log%%) =[n/2F =1+ k = logn)

2 ovk—1 1 9 ovk—1 1
ne +mn<x;_, oen-Togar — 1 +n X, ogn—i =




———— =

Esercizio4 Svolgete

T() AT(n/2) + 2 —aqar(m) 1 BT ) ¢ o

logn log(n/2) logn
an? "2
16T(n/4) | logéfln/Q | logn
n” n”
16T(n/4) + 155575 + fogm = -+ =

228 (n/2F) 4+ n2xr ] log%%) =[n/2F =1+ k = logn)

2 ovk—1 1 9 ovk—1 1
ne +mn<x;_, oen-Togar — 1 +n X, ogn—i =

k—1 1
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Esercizio4 Svolgete

T() AT(n/2) + 2 —aqar(m) 1 BT ) ¢ o

logn log(n/2) logn
an? "2
16T(n/4) | logéfln/Q | logn
n” n”
16T(n/4) + 155575 + fogm = -+ =

228 (n/2F) 4+ n2xr ] log%%) =[n/2F =1+ k = logn)

2 ovk—1 1 9 ovk—1 1
ne +mn<x;_, oen-Togar — 1 +n X, ogn—i =

n? 4+ n2yi ) L = [mh L= logk] =
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Esercizio4 Svolgete

T(n) =4T(n/2) + {2 =4(4AT(2) + otlo) + o =
16T'(n/4) 4 long/Q | longn —
16T(n/4) + 155575 + fogm = -+ =

228 (n/2F) 4+ n2xr ] log%%) =[n/2F =1+ k = logn)

2 2y k—1 1 2 2y k—1 1 _
n°—+n Zz’=0 logn—Tlog2? ' N Zi:O logn—i

n? + PN o = (X g =log k] = O(n? log 1ogn)




Esercizio 5

Descrivere un algoritmo di costo ©(nlogn)
che, dato un insieme S di n numerl interi e
un altro intero x, determini se esistono due
elementi In S la cul somma e esattamente x

Esempio:
S={4,7,-1,9,4,10, 22, -34}
X =03




Esercizio 5

Descrivere un algoritmo di costo ©(nlogn)
che, dato un insieme S di n numerl interi e
un altro intero x, determini se esistono due
elementi In S la cul somma e esattamente x

Esempio:
S={4,7,-1,9, 4,10, 22, -34}
X =03
Risultato: True [ad es., (4, 4) o (-1, 9)]




S={4,7,-1,9.4,10,22,-34  x=8

1.0rdina gli elementi Iin S




S={-34,-1,4470910,22)  x=8

1.0rdina gli elementi Iin S




S={-34,-1,4470910,22)  x=8

1.0rdina gli elementi Iin S
2.Perogniy e S, controllachex-yeS




S={-34-1,4,4,7,910,22}  x=8

8+ 34 =42: NO

1.0rdina gli elementi Iin S
2.Perogniy e S, controllachex-yeS




S={-34,-14470910 22} x=8

8+ 1=9:8SI

1.0rdina gli elementiin S
2.Perogniy e S, controllachex-yeS




S={-34,-1,4,4,7,9,10, 22}

8+ 1=9:8SI

Tempo passo 1: 7777
Tempo passo 2: 7777

1.0rdina gli elementi Iin S
2.Perogniy e S, controllachex-yeS

X =03




S={-34,-1,4,4,7,9,10, 22}

8+ 1=9:8SI

Tempo passo 1: O(n log n)
Tempo passo 2: 7777

1.0rdina gli elementi Iin S
2.Perogniy e S, controllachex-yeS

X =03
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S={-34,-1,4,4,7,9,10, 22}

8+ 1=9:8SI

Tempo passo 1: O(n log n)
Tempo passo 2: O(n log n)

1.0rdina gli elementi Iin S
2.Perogniy e S, controllachex-yeS

X =03

xR
Ty .&;‘

o di
«
FARIN
K3,
§ =
2 7 (o .
£
§



S={-34,-1,4,4791022  x=8

8+ 1=9:8SI

Ricerca
Binaria

Tempo passo 1: O(n log n)
Tempo passo 2: O(n log n)

1.0rdina gli elementi Iin S
2.Perogniy e S, controllachex-yeS




S={-34,-1,4470910,22)  x=8

Altra soluzione (leggermente migliore) 77?7

1.0rdina gli elementiin S




S={-34,-1,4470910,22)  x=8

| J

Altra soluzione (leggermente migliore) 77?7

1.0rdina gli elementiin S




S={-34,-1,4470910,22)  x=8

| J

Altra soluzione (leggermente migliore) 77?7

1.0rdina gli elementiin S
2.Se Sli] + S[j] == x: True



S={-34,-1,4470910,22)  x=8

| J
Altra soluzione (leggermente migliore) 77?7
1.0rdina gli elementiin S

2.Se Sli] + S[j] == x: True
3.Se S[i] + §[j] < x: i++




S={-34,-1,4,4,7,9,10, 22} X =8
-34+8=-206
| J
Altra soluzione (leggermente migliore) 77?7
1.0rdina gli elementiin S

2.Se Sli] + S[j] == x: True
3.Se S[i] + §[j] < x: i++




S={-34,-1,4470910,22)  x=8

I I -1+22 =21

| J

Altra soluzione (leggermente migliore) 77?7

1.0rdina gli elementiin S
2.Se Sli] + S[j] == x: True
3.Se S[i] + §[j] < x: i++

4 Altriment: |- -




S={-34,-1,4470910,22)  x=8

I I -1+22 =21

| J

Altra soluzione (leggermente migliore) 77?7

1.0rdina gli elementiin S
2.Se Sli] + S[j] == x: True
3.Se S[i] + §[j] < x: i++

4 Altriment: |- -




S={-34,-1,4470910,22)  x=8

AR

| J

Altra soluzione (leggermente migliore) 77?7

1.0rdina gli elementiin S
2.Se Sli] + S[j] == x: True
3.Se S[i] + §[j] < x: i++

4 Altriment: |- -




S={-34,-1,4470910,22)  x=8

AR

| J

Altra soluzione (leggermente migliore) 77?7

1.0rdina gli elementiin S
2.Se Sli] + S[j] == x: True
3.Se S[i] + §[j] < x: i++

4 Altriment: |- -




S={-34,-1,4470910,22)  x=8

] e

| J

Altra soluzione (leggermente migliore) 77?7

1.0rdina gli elementiin S
2.Se Sli] + S[j] == x: True
3.Se S[i] + §[j] < x: i++

4 Altriment: |- -




S={-34,-1,4470910,22)  x=8

] e

| J

Altra soluzione (leggermente migliore) 77?7

1.0rdina gli elementiin S
2.Se Sli] + S[j] == x: True
3.Se S[i] + §[j] < x: i++

4 Altriment: |- -

Tempo passo 1: O(n log n)
Tempo passi 2-4: 7777




S={-34,-1,4470910,22)  x=8

] e

| J

Altra soluzione (leggermente migliore) 77?7

1.0rdina gli elementiin S
2.Se Sli] + S[j] == x: True
3.Se S[i] + §[j] < x: i++

4 Altriment: |- -

Tempo passo 1: O(n log n)
Tempo passi 2-4: 0O(n)




Esercizio 6
Siano:

* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un
algoritmo A, e

* T'(n) =aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un
algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A
asintoticamente piu veloce di A?




Siano:
* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e
* T'(n) =aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl
veloce di A?




Siano:
* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e
* T'(n) =aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl
veloce di A?

T(n) =7777




Siano:
* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e

* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl
veloce di A?

T(n) =7777

log, 7=2.8 —




Siano:
* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e

* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl
veloce di A?

T(n) =7777

logy 7=2.8 — n? = O(n'o82 7—¢)




Siano:
* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e

* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl
veloce di A?

T(n) = O(n'827)

logy 7=2.8 — n? = O(n'o82 7—¢)




Siano:
* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e

* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl
veloce di A?

T(n) = O(n'827)

logy 7=2.8 — n? = O(n'o82 7—¢)

log, 7 log, 7




Siano:
* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e
* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl
veloce di A?

T(n) — O(nlog2 7)
logy 7=2.8 — n? = O(n'o82 7—¢)

log, 7 = log, 49




Siano:
* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e
* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl
veloce di A?

T(n) = O(n'827)

log, 7 = log, 49 T (n) =7777
nlo8s @ 7777 n?




Siano:
* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e
* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl
veloce di A?

T'(n) = O(n'*e27) logs 16 =2

log, 7 = log, 49 T (n) =7777
nlo8s @ 7777 n?




Siano:
* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e
* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl
veloce di A?

T'(n) = O(n'*e27) logs 16 =2

log, 7 = log, 49 T (n) =7777
nlo8s @ 7777 n?

Sea<16:T(n)=1777?




Siano:
* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e
* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl
veloce di A?

T'(n) = O(n'*e27) logs 16 =2

log, 7 = log, 49 T (n) =7777
nlo8s @ 7777 n?

nlogsd < p? Se a < 16: T’(n) = 2222




Siano:
* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e
* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl
veloce di A?

T'(n) = O(n'*e27) logs 16 =2

log, 7 = log, 49 T (n) =7777
nlo8s @ 7777 n?

nlogsa ~ 2 Se a < 16: T’(n) = 0(n?)




Siano:
* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e
* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl
veloce di A?

T'(n) = O(n'*e27) logs 16 =2

log, 7 = log, 49 T (n) =7777
nlo8s @ 7777 n?

nlogsa ~ 2 Se a < 16: T’(n) = 0(n?)

nlogsa — 2 Se a=16: T’(n) = 22?7




Siano:

* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e

* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl

veloce di A?
T(n) = O(nl°827)
log, 7 = log, 49

nlog4 a n2

T'(n) = O(T'(n)) 5

nlog4 a —

logs 16 =2
T (n) =7777
nlo8a @ 2997 n?

Se a < 16: T’(n) = 0(n2)
Sea=16:T’(n) =n%logn
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Siano:

* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e

* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl

veloce di A?
T(n) = O(nl°827)
log, 7 = log, 49

nlog4 a n2

T'(n) = O(T'(n)) 5

nlog4 a —

logs 16 =2
T (n) =7777
nlo8a @ 2997 n?

Se a < 16: T’(n) = 0(n2)
Sea=16:T’(n) =n%logn

Se a> 16, T’(n) = 2222
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Siano:

* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e

* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl

veloce di A?
T(n) = O(nl°827)
log, 7 = log, 49

nlog4 a n2

T'(n) = O(T'(n)) 5

nlog4 a —

logs 16 =2
T (n) =7777
nlo8a @ 2997 n?

Se a < 16: T’(n) = 0(n2)
Sea=16:T’(n) =n%logn
Se a> 16, T’(n) = O(nloe+2)

G5 Y

O
@)
%‘:/Mig:ﬁ;“/



Siano:

* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e

* T'(n) = aT (n/4) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl

veloce di A?
T(n) = O(nl°827)
log, 7 = log, 49

nlog4 a n2

T'(n) = O(T'(n)) 5

nlog4 a —

Quando T'(n) = O(T(n)) 2777

logs 16 =2
T (n) =7777
nlo8a @ 2997 n?

Se a < 16: T’(n) = 0(n2)
Sea=16:T’(n) =n%logn
Se a> 16, T’(n) = O(nloe+2)
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Siano:

* T(n) = 7T (n/2) + nZ una funzione di costo di un algoritmo A, e

* T'(n) = aT (n/4) + n2 una funzione di costo di un algoritmo A

Qual & il massimo valore intero di a che rende A" asintoticamente pitl

veloce di A?
T(n)=0(n'os7)
log, 7 = log, 49

nlog4 a n2

nlog4 a — g2

Quando T'(n) = O(T(n)) 7777

logs 16 =2
T’ (n) =7777

n'o81a 7777 n?

Se a < 16: T’(n) = 0(n2)
Sea=16:T’(n) =n%logn
Se a> 16, T’(n) = O(nlogs 2)

a<49




